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1 Introduction

De nombreux modeles ont été développés pour définir la calculabilité (et parfois la
complexité) sur des ensembles généraux, notamment sur I’ensemble des nombres réels.
On peut citer notamment BSS [BCSS98], le modele du General Purpose Analog Compu-
ter [Sha41,BCGHO07] ou l'analyse récursive (Ko [Ko91]).

Nous nous intéresserons ici a 'approche de Weihrauch [Wei00], qui développe une
théorie générale de la calculabilité (Type-2 Theory of Effectivity) en se rapportant aux
machines de Turing fonctionnant sur des mots infinis. Cela permet par exemple de consi-
dérer la calculabilité des fonctions réelles ou des parties de R™. Un ensemble peut étre
muni de plusieurs représentations et il existe alors différentes notions de calculabilité pour
cet ensemble. Il s’attache alors a comparer ces représentations entre elles et a caractériser
celles qui font sens en faisant un lien avec la topologie. En particulier, toute représentation
engendre une topologie et pour toute topologie (munie d’une structure supplémentaire),
il existe une représentation qui I’engendre.

Cependant, cette méthodologie n’est pas réellement adaptée a 1’étude de la complexité
meéme si elle peut étre définie de facon ad hoc pour correspondre par exemple a celle de
nombres réels de Ko. Kawamura et Cook [KC10] ont proposé une généralisation de I'ap-
proche de Weihrauch pour étudier la complexité de maniere uniforme en se ramenant aux
machines a oracles et aux différentes classes de complexité déja définies sur les fonctions
de type 2 (notamment les Basic Feasible Functionals [Cob65,KC96] qui sont 'extension
naturelle des fonctions calculables en temps polynomial). De méme, des représentations
différentes sur un meéme ensemble engendrent des classes de complexité différentes. Si
I'on peut mettre en relation la topologie avec la calculabilité, cette structure ne suffit
pas a caractériser une représentation canonique qui a du sens pour la complexité. Une
structure plus adaptée est celle des espaces métriques (bien que l'on puisse parler de
complexité sur des espaces non métrisables [KS05]); c’est d’ailleurs un cas particulier
d’espace topologique.

De méme qu’un lien a été fait entre calculabilité et continuité, nous nous efforcerons
tout particulierement de comprendre les liens entre les classes de complexité, en particu-
lier le temps polynomial, engendrées par une représentation donnée et certaines propriétés
mathématiques. Cela fournit des arguments pour justifier I'utilisation d’'une représenta-
tion. De facon analogue, en théorie classique de la complexité, on a choisi de représenter
les entiers par des mots binaires plutot que sur par des mots unaires pour rendre certaines
fonctions calculables en temps polynomial.

Il est naturel de se demander quelles sont les procédures mathématiques usuelles qui
sont calculables (calcul intégral, inversion de matrice, etc.) et quelle est leur complexité.



Dans la section 2 nous définissons la calculabilité et la complexité relatives a une
représentation. Nous étudions ensuite, dans la section 3 le cas des espaces métriques ef-
fectifs, qui sont des espaces définissant implicitement une représentation et une notion de
complexité. Nous montrerons également dans le paragraphe 3.1 que I'on peut représenter
I’espace des fonctions continues sur des tels ensembles et nous généraliserons un résultat
de Kawamura et Cook [KC10] qui montre que les fonctions de [0, 1] dans R calculables
en temps polynomial en tant que fonction sont exactement les fonctions continues calcu-
lables en temps polynomial en tant qu’élément d’un ensemble muni de la représentation
précédemment définie. Cela permet de justifier I'usage de cette représentation et de la
notion de complexité qu’elle engendre. Nous démontrerons ensuite un résultat similaire
sur l'espace des compacts de [0, 1] dans le paragraphe 3.3. Enfin, dans la section 4, nous
fournirons quelques résultats permettant de mieux comprendre la « forme » des fonctions
de C[0, 1] dans R calculables en temps polynomial (et en particulier des normes), puisque
cela ne rentre pas dans le cadre de la section précédente.

2 Calculabilité et complexité

2.1 Calculabilité d’ordre supérieur

La théorie classique de la calculabilité est définie sur les mots finis d’un alphabet
(soit X* et on pourra considérer par la suite que X = {0,1}), mais nous avons besoin
d’espaces de cardinal supérieur pour représenter des objets qui n’ont pas de description
finie (comme les nombres réels par exemple), on définit alors la calculabilité sur les mots
infinis (X*) ou sur les fonctions des mots finis (X* — ).

La calculabilité sur les mots finis étant bien connue, on adapte le modele des machines
de Turing aux mots infinis : une machine calcule sur un mot infini (dans l’espace de Cantor
X*) si son ruban d’entrée contient ce mot infini. Elle calcule un mot infini si sa téte de
lecture ne peut se déplacer que de gauche a droite sur son ruban de sortie et qu’elle y
écrit ce mot infini.

Pour calculer avec des fonctions sur les mots finis (X* — X*) en entrée, on utilise
des machines a oracle. Une telle machine prend son argument f en tant qu’oracle et peut
y faire appel apres avoir écrit un mot w sur un ruban de requéte. Elle a alors acces au
mot f(w) sur un second ruban. Pour retourner une telle fonction, une machine prend un
argument supplémentaire (dans X*) et calcule (au sens classique) la valeur de la sortie sur
cet argument (en d’autres termes, elle calcule une fonction de type ((X* — X*) x X*) —
).

2.2 Topologie des espaces de représentations

Nous allons montrer par la suite qu'une notion de calculabilité sur un ensemble est
lide & une topologie ! sur ce méme ensemble et qu’en particulier toute fonction calculable
est continue pour cette topologie. Considérons d’abord les ensembles 2 et Y* — 3*.
La topologie usuelle sur X“ est la topologie produit, dont les ouverts de base sont les
ensembles (appelés cylindres) de la forme wX* (aussi noté [w]), ol w est un mot fini. Or
la définition de la calculabilité sur X* implique que pour écrire les n premiers caracteres

1. C’est-a-dire un ensemble de sous-ensembles stable par union et intersection finie et complémentaire.



de la sortie, il suffit de connaitre un nombre fini de caracteres de 'entrée (puisque pour
les écrire, une machine n’a qu’'un temps fini et ne peut donc lire qu'un nombre fini de
caracteres de 'entrée). Cela revient alors a dire que la pré-image d’un ouvert par une
fonction calculable est un ouvert pour cette topologie, ce qui signifie exactement que
toute fonction calculable est continue pour cette topologie.

De méme, on peut définir les ouverts de base de X* — X* comme les ensembles de
fonctions qui coincident sur un ensemble fini de mots (que I'on pourra noter [wy, ... wy,)]).
Une machine calculant une fonction n’a besoin que d’un nombre fini d’appels a 'oracle
pour écrire un élément de la sortie et donc toute fonction calculable est continue pour
cette topologie.

Remarque 1

Dans le cas des fonctions calculables au sens usuel (sur X*), la topologie correspondante
est la topologie discréte (pour laquelle tout ensemble est ouvert). Toute fonction étant
continue pour cette topologie, toute fonction calculable est évidemment continue.

2.3 Représentations

Pour définir la calculabilité sur un ensemble, il est nécessaire d’encoder ses éléments
dans I’ensemble manipulé par les machines, c’est-a-dire X*, X% ou (X* — X*).

Remarque 2

On utilise déja tmplicitement des représentations lorque [’on travaille sur des objets finis,
tels que les graphes, les polynomes ou les matrices, et pour chacun de ces ensembles il
existe différentes représentations qui peuvent étre utilisées suivant le contexte.

En ce qui concerne les entiers naturels, il existe plusieurs manieres d’encoder les
entiers dans X*, par exemple en utilisant la représentation binaire ou la représentation
unaire (w € X* encode n € N si |w| =n). Méme si l'on peut calculer une représentation
a partir de l'autre, le choix de telle ou telle représentation n’est pas anodin puisqu’elles
n’engendrent pas les mémes classes de complexité.

Définition 1

Soit Y € {X*, X« X* — X*} un espace de représentation (espace ot l'on a précé-
demment défini la calculabilité). Une représentation de M est une fonction surjective
§:Y < M (ot — désigne une fonction partielle). Dans le cas d’une représentation sur
les mots finis (Y = X*), on dit que § est une notation.

Exemple 1
Il existe plusieurs notations des rationnels, par exemple 5({(p, q),r)) = &2, o1 (,) désigne
une injection des couples de mots finis dans les mots finis.

Les ensembles X et donc (X* — X*) permettent notamment d’encoder les suites de
mots finis, et donc les suites d’éléments d’un ensemble muni d’une notation (en particulier
les suites d’entiers). L’encodage dans X n’est pas immédiat, mais on en trouvera une
description dans [Wei00]. Dans X* — X*, on encode simplement la suite (up)nen par la
fonction ¢, avec ¥n € N, p(0™) = w,,.

Il est alors facile de décrire différentes représentations des nombres réels (de [0, 1],
mais ces représentations s’étendent aussi a R tout entier) :

— La représentation binaire do/1 décrit un réel par une de ses écritures binaires

(6o/1(€0€1 ...) = X2 16,27" ot g, € X = {0,1}).

n
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— La représentation binaire signée 64 décrit un réel par une de ses écritures binaires
signées (X2 ,e,27" ou g, € X ={-1,0,1})

— La représentation de Cauchy naive consiste a remarquer que tout réel est limite de
rationnels. Un réel x est alors représenté par une suite de Cauchy de rationnels
convergeant vers x. Cette représentation est faible car elle n'indique aucune vitesse
de convergence.

— La représentation de Cauchy d. représente les réels comme des suites de Cauchy de
rationnels convergeant a vitesse connue (on la fize usuellement a 27").

— On peut aussi considérer le cas particulier ou la suite de rationnels converge en
croissant (0~ ) ou en décroissant (9 ).

— Un réel est aussi représentable par une suite de dyadiques (les nombres de la forme
k27" (k,n) € N?) convergeant a vitesse 27"

Définition 2
Un élément de M est calculable pour une représentation § de M s’il admet un représentant
calculable.

On peut, de maniere analogue, définir les fonctions calculables relativement a des
représentations.

Définition 3 (Réalisation)

Une fonction f : M < M’ est réalisée (relativement a deux représentations § et §' de
M et M’ respectivement) par une fonction g : Y < Y’ (ou Y,Y' sont les ensembles
représentant M et M') si fod = 0" o g surle domaine de 0 (noté par la suite dom(9)).

)
Y —» M

gi lf
y'— M’
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Figure 1. g réalise f.

On supposera implicitement par la suite que Y € {X*, X (2% — X*)}.

On dit alors que f est calculable (relativement a ces représentations) si elle est réali-
sable par une fonction calculable.

On remarque que la notion de calculabilité sur des ensembles dépend de leur repré-
sentation. Il est alors intéressant de se demander quelles représentations fournissent la
méme notion de calculabilité et s’il existe une représentation plus légitime que les autres.

Définition 4 (Réductibilité et équivalence)
Soient 6,0 :' Y — M des représentations.

d est continiment réductible a &' (§ <, d’) : il existe une fonction continue f telle
que 6 = &' o f sur dom(9).

d est réductible a &' (6 < 0') : il existe une fonction calculable f telle que 6 = §' o f
sur dom(9).



d est continiiment équivalente a &' (6 =,0") : 0 <, 8 et 0’ <, 0

d est équivalente 4 ¢ (6 =09 ): < etd <§

Informellement, § < ¢’ signifie que la représentation 0 contient plus d’information que
J.
Remarque 3

Etant donné qu’une fonction calculable (entre deux espaces de représentation) est conti-
nue, étre réductible implique étre continument réductible.

Ces notions de réductibilité permettent notamment d’obtenir des inclusions entre les
ensembles de fonctions calculables relatives a des représentations.

Propriété 1

Si 01 < 6y sont des représentations de M et 07 < 84 des représentations de M’, telles que
f: M — M’ est calculable relativement a 6o et 07, alors f est aussi calculable relativement
a 51 et 5§

Exemple 2

1l est facile de remarquer qu’a partir d’une expansion binaire d’un réel, on peut en calculer
une suite d’approzimations rationnelles rapidement convergente, autrement dit : dg/1 < 0.
De méme, on peut aisément remarquer que les représentations binaire signée, de Cauchy
et dyadique sont équivalentes. Cependant, la représentation binaire est strictement plus
faible que les précédentes (entre autres, dg1 <¢ 0+ et 0+ £y doj1). Par exemple, la fonction
qui multiplie un réel par 3 est calculable pour les représentations précédentes, excepté dg .
En effet, pour obtenir le premier bit de la représentation de 3x, il peut étre nécessaire de
connaitre toute [’écriture binaire de x : une machine lisant un encodage de x commengant
par 01010101 . .. (soit le début de l’écriture binaire de %) ne peut décider en temps fini si
elle doit écrire 0 (six < %) oul (siz > }).

Pour faire le lien entre représentation et topologie, on peut se demander quels en-
sembles de 'espace représenté correspondent (via une représentation donnée) a des ou-
verts de Iespace de représentation (cf. section 2.2).

Définition 5 (Topologie finale)
La topologie finale 75 d’une représentation d est l'ensemble des parties X de M telles que
6 Y X) est un ouvert de l’espace des représentations.

A chaque représentation correspond alors une topologie. Inversement, il est naturel de
chercher a définir une représentation pour une topologie donnée. Pour cela, il faut que la
topologie soit suffisante pour caractériser 1’espace :

Définition 6 (Espace Tp, dit de Kolmogorov)

Un espace topologique (M, T) est Ty si tout élément de M est caractérisé par ’ensemble
de ses voisinages (pour la topologie 7). Autrement dit, si deux éléments sont distincts,
alors il existe un ouvert qui contient exactement ['un d’entre euzx. (M, T) est de plus a
base dénombrable si la topologie T est engendrée par une famille dénombrable d’ouverts.

On peut alors en définir une version effective :



Définition 7 (Espace topologique effectif)

S = (M,o,v) est un espace topologique effectif si o est un ensemble dénombrable de
sous-ensembles de M et v est une notation pour o. De plus, tout élément de M est
caractérisé par l’ensemble des éléments de o auzxquels il appartient. La topologie associée
a S (notée 7s) est la topologie induite par o. En particulier, (M, Ts) est un espace Ty a
base dénombrable.

Remarque 4

Pour tout espace de Kolmogorov a base dénombrable, il existe un espace topologique effectif
qui engendre la méme topologie (en effet, pour obtenir un espace topologique effectif, il
suffit d’une énumération de la base, et d’une notation des entiers).

Par la suite, nous nous intéresserons uniquement a ces espaces. Une telle structure
suffit alors a définir une représentation :
Définition 8 (Représentation standard)
Si S = (M,o,v) est un espace topologique effectif, alors sa représentation standard dg :
Y < M est définie ainsi : 65(u) = x si u encode la suite des éléments de o contenant x.
Plus précisément, u encode une suite de mots, chacun représentant (via la notation v)
un élément de o qui contient x et ils sont tous énumérés.

Propriété 2 (Propriétés de la représentation standard)
ds est continue pour la topologie Ts.

ds est ouverte (I’image d’un ouvert est un ouvert).

Ts est la topologie finale de dg.

Sid:Y < M est continue (pour la topologie 7s), alors § <; ds.

AR

Sif: M — M (pour un espace topologique (M’',7")), alors f o dg est continue <=
f est continue.

6. Si deux espaces topologiques effectifs engendrent la méme topologie, alors leurs repré-
sentations standard sont continiment équivalentes.

PREUVE

1. Si X est un ouvert, dg'[X] est Uensemble des suites de dom(ds) qui contiennent un
mot w tel que v(w) C X : ¢’est une union de cylindres, donc un ouvert.

2. L’image par dg d’un ouvert de la forme [{wy,...w,}] est N; = v(w;). C’est une inter-
section finie d’ouverts, et donc un ouvert.

3. Les deux points précédents fournissent chacun une preuve des inclusions entre la to-
pologie 7g et la topologie finale 75,.

4. Soit (w;)ieny une énumération de dom(v). On définit alors f(p) comme la suite qui a
I'indice (i, n) vaut w; si §([p1, ... pn]) € v(w;) et wy sinon (on suppose que v(wy) = M).
f(p) encode alors I'ensemble des éléments de o qui contiennent l'image par ¢ d'un
voisinage ([p1...pn]) de p. 8(p) € v(w;)) <= p € 6 (v(w;)), donc comme § est
continue et v(w;) est ouvert, cet ensemble est ouvert et donc §(p) € v(w;) <= In €
N, [p1...pa] SO (v(wy)) <= IneN,6([p1...pn)) C v(w).

Donc pour tout p dans dom(d), d(p) = ds(f(p)). De plus, un préfixe fini de p suffit a
connaitre un préfixe fini de f(p), ce qui veut dire que f est continue, et donc ¢ <; dg.
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5. Par définition de la continuité : f est continue <= VU € 7g, f1(U) € 79 =
YU € 75,05 (f~1(U)) € 7y puisque 7y est la topologie finale de d5 d’apres le point 3.
Cela est équivalent a : YU € 7/,(f o d5) ' (U) € 7, ce qui est la définition de la
continuité de f o dg.

6. Si 7¢ = 79/, alors comme dg est continue pour la topologie 7g elle I'est pour 7g et
vérifie donc dg <; dg» d’apres le point 4. De méme, dg <; dg, d’oll dg =; dg'.

[

Ces résultats expriment le fait que la représentation standard est la représentation
la plus générale (c’est-a-dire maximale pour <;) compatible avec la topologie qu’elle
engendre, et pour une topologie donnée, toutes ses représentations standard sont conti-
niument équivalentes.

Cependant, il est restrictif de ne considérer que des représentations standard. D’ailleurs,
aucune des représentations de I'exemple 1 ne 'est.

Définition 9 (Représentation admissible)
Une représentation admissible d’un espace Ty a base dénombrable est une représentation
continiment équivalente aux représentations standard de cet espace.

Les propriétés suivantes illustrent le fait que les représentations admissibles sont celles
qui font sens pour la topologie :

Proposition 1
f: M — M est continue (relativement aux topologies sur M et M') si et seulement si
elle est continiment réalisable pour des représentations admissibles de M et M'.

PREUVE

Par définition des représentations admissibles, il suffit de prouver le résultat dans le cas
de deux représentations standard 0 et 0’ respectivement de M et M’'. Si f est continue,
alors f o l'est aussi puisque ¢ est continue. Cependant, le point 4 de la propriété 2
montre que f od <; ¢, ce qui implique I'existence d’une fonction continue g telle que
fod =408 og, ce qui veut dire que f est continiment réalisable. Inversement, si f est
continument réalisable, on a de méme fod = §' og, et donc fod est continue et le point 5
implique que f est continue. [J

Exemple 3

La fonction partie entiére n’est continument réalisable pour aucune représentation admis-
sible de R (muni de sa topologie usuelle) puisqu’elle n’est pas continue (elle n’es a fortiori
pas calculable non plus).

Proposition 2 (Caractérisation des représentations admissibles)
Une représentation 0 est admissible pour (M, T) si et seulement si elle est continue (pour
la topologie T) et &' <; § pour toute représentation continue &' de M.

PREUVE

D’apres la propriété 2, si d est continue, alors pour une représentation standard dg,
0 <; ds. De plus, 'hypothese appliquée a dg donne dg <; §. L’autre implication est un
résultat direct de cette méme propriété. [J



Remarque 5

Cette propriété implique qu’une représentation admissible est continue et donc que St
son domaine est compact, alors son image (I’ensemble qu’elle représente) est compacte.
Par exemple, il n’y a pas de représentation admissible totale de R dans X%, car X% est
compacte, contrairement a R).

2.4 Complexité d’ordre 2

Pour étudier la complexité, nous nous intéresserons seulement aux représentations sur
2% — X*. En effet, 'espace de Cantor est mal adapté a la complexité.

Pour pouvoir exprimer le temps de calcul d’'une machine a oracle de maniere similaire
a la complexité de type 1, et donc la complexité de la fonction qu’elle calcule, il faut
pouvoir exprimer la taille de I’entrée, qui n’est plus un mot mais une fonction.

Pour cela, on se restreindra aux fonctions régulieres (définies par Kawamura et Cook [KC10]) :

Définition 10
Les fonctions réguliéres p € Reg sont les fonctions ¢ : X* < X* compatibles avec la
taille : Yw,w' € dom(p), |lw| < || = |p(w)| < |e(w')].

On définit alors la taille |¢| d'une fonction réguliere ¢ comme une fonction de type
N—-N:
Vi € N, [6](n) = max |o(w)

|w|
|¢|(n) borne la taille des valeurs de ¢ sur les entrées de taille inférieure a n.

De plus, il faut prendre en compte le temps de calcul induit par un appel a 'oracle.
On considere alors qu’appeler l'oracle ¢ sur l'entrée w requiert un temps de calcul de
|p(w)]| (soit la taille du résultat fourni par 'oracle).? On dit alors qu’une machine calcule
en temps T (ot T est une fonction de type 2, soit de la forme (N — N)* — N/ —
N, k,1 € N) si étant donnés des entrées et des oracles, elle s’arréte apres un temps borné
par T appliqué aux tailles des entrées et des oracles. En particulier, on peut définir les
fonctions calculables en temps polynomial comme les fonctions calculées par une machine
dont le temps de calcul est borné par un polynéme de type 2 (une fonction de 1'algebre
P:=X|P+P|PxP|Y(P)ouX désigne une variable de type 1, et Y une variable
de type 2).

Remarque 6

1l est possible de calculer la taille d’une fonction réguliere en temps polynomial en unaire
(0, 0" = 01 ) " de méme que l'on peut calculer la taille d’un mot en unaire en temps
polynomial. En effet, pour avoir |¢|(n), il suffit de calculer la taille de ¢p(w) pour un mot
quelconque de taille n. Cela n'est pas vrai pour des fonctions quelconques (puisqu’il faut
calculer la taille de ¢ sur un nombre exponentiel de valeurs) et c¢’est pour cela entre autres
que l’on se restreint aux fonctions de Reg.

2.5 Complexité relative a une représentation

Remarque 7
On peut déja noter que, de facon analogue aux entiers, si un élément est calculable en
temps polynomial alors il admet un représentant de taille polynomiale.

2. Pour une discussion sur la justification de ce modele, on pourra se référer a [KC96].



Deux représentations équivalentes (en terme de calculabilité) peuvent engendrer dif-
férentes notions de complexité.

Exemple 4

— Sur les entiers, la fonction n — n'°%2™ est calculable en temps polynomial pour la
représentation binaire, mais pas pour la représentation unaire.

— Il existe plusieurs représentations des polynomes, comme celle qui fournit la liste
de tous les coefficients ou celle qui donne une liste de couples (degré, coefficient).
Pour la premiére représentation, le polynome X?" est de taille exponentielle en n
(puisqu’il est de degré exponentiel), alors qu’il peut étre représenté par le couple
(2", 1) qui est de taille polynomiale en n.

Ces exemples concernent des objets a représentation finie, et on trouvera par la suite

des exemples de différences de complexité selon la représentation pour des objets a repré-
sentation infinie (voir les remarques 11 et 12).

On peut alors raffiner I'ordre entre les représentations pour les comparer en termes de
complexité. On note :

0 <p 0’ lorsqu’il existe une fonction f calculable en temps polynomial telle que 6 = §' o f
sur dom(d).

0=pd lorsque d <pdetd <pd

De méme qu’une fonction est calculable si elle est réalisée (pour des représentations
données) par une fonction calculable, une fonction est calculable en temps polynomial si
elle est réalisée par une fonction calculable en temps polynomial (et de fagon similaire
pour d’autres classes de complexité, des lors qu’elles sont définies sur Reg). Les relations
entre les représentations impliquent alors des inclusions entre les classes de complexité.
Propriété 3
Si 61 <p 09 sont des représentations de M et &) <p &) des représentations de M’ telles
que f: M — M’ est calculable en temps polynomial relativement a 5 et 67, alors f est
aussi calculable en temps polynomial relativement a dy et d).

Remarque 8
Dans le cas ot f est calculable en temps polynomial pour 6y et o}, on ne peut rien dire en
général pour sa complexité relativement a 0o et 0 (voir entre autres 'exemple 6 page 14).

Il est important de remarquer que la représentation standard n’est pas adaptée a la
complexité : tout élément calculable admet une représentation calculable en temps poly-
nomial (on peut en effet reporter 1'écriture du (n + 1)*™e élément de la suite représentant
x en répétant I’élément d’indice n autant de fois que nécessaire pour obtenir suffisamment
de temps de calcul).

3 Espaces métriques effectifs

De la méme maniere que nous avons défini une représentation standard (et donc une
notion de calculabilité) lorsque nous avions un structure d’espace Tj, nous allons définir
une structure (qui est en fait un cas particulier d’espace Tp) sur laquelle il existe une
représentation simple et qui a du sens en termes de complexité.



Définition 11 (Espace métrique effectif)
(M, d,Q,v) est un espace métrique effectif si Q = {v(w) | w € X*} est un sous-ensemble
dense de M pour la topologie engendrée par la distance d.

Cette notion est un cas particulier des espaces que nous avons considérés pour la
calculabilité :

Propriété 4
Tout espace métrique effectif est un espace de Ty a base dénombrable pour la topologie
engendrée par sa distance.

En effet, les ensembles de la forme B(v(w),27%) (ot w € X*, k € N et B(x,r) désigne
la boule ouverte de rayon r et de centre x pour la distance d) forment une base de la
topologie engendrée par d. On dénote alors B(v(w),27%) par un encodage de w et de k.

Exemple 5
Les ensembles suivants sont des espaces métriques effectifs :

— [0, 1] muni de la distance usuelle et au choix : des nombres dyadiques, des rationnels
de [0, 1], ou par exemple des nombres a+q € [0,1], ot q € Q et a est un réel donné
(par exemple irrationnel, ou méme non calculable).

— lensemble des fonctions continues sur [0,1], muni de la distance induite par une
norme usuelle (||.||lso, ||-|[1, ||-ll2) et d’un ensemble dense dénombrable comme les po-
lynomes rationnels ou les fonctions linéaires par morceaux a extrémités rationnelles.

— Uensemble des compacts de [0,1]" muni de la distance de Hausdorff et ensembles
finis de vecteurs rationnels (cf. section 3.53).

Les espaces métriques effectifs sont en quelque sorte la structure minimale pour définir
la représentation de Cauchy, de méme que les espaces de Kolmogorov a base dénombrables
le sont pour la représentation standard.

Définition 12

La représentation de Cauchy d. sur un espace métrique effectif (M,d, Q,v) est définie
de maniere similaire a l'exemple 1 : 0.(p) = © € M lorsque ¢ encode une suite (qn)nen
d’éléments de Q) (via la notation v) telle que Vn € N, d(z, q,) < 27".

De la méme facon que la représentation standard caractérisait un élément par ’en-
semble des ouverts de base (éléments de o) le contenant, la représentation de Cauchy
caractérise un élément par une suite d’ouverts de base (les boules centrées en Q) de taille
décroissant a vitesse donnée (27).

Remarque 9
St l'on change la distance, alors les représentations ne sont plus nécessairement équiva-
lentes, et [’on peut obtenir différentes classes de complexité.

De méme, si l'on change le sous-ensemble dense, on peut changer la notion de com-
plezité (voir par exemple la remarque 11 page 13) et méme la notion de calculabilité si
l’on utilise par exemple un sous-ensemble dense de réels contenant un réel non calculable
(plutét que les rationnels ou les dyadiques).
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3.1 Représentation des fonctions continues sur un espace métrique effectif
compact

Ce qui précede fournit des notions de calculabilité (en temps polynomial) sur des
espaces métriques effectifs (via la représentation de Cauchy) et donc une notion de com-
plexité sur les fonctions sur ces ensembles. On cherche maintenant a obtenir un résultat
a l'ordre supérieur, en manipulant les fonctions continues d’un espace métrique dans un
autre comme des éléments d’un espace muni lui aussi d’une représentation.

Si (M,d,Q,v) est un espace métrique effectif compact et (M’ ,d’,Q’, V') un espace
métrique effectif, alors on peut représenter les fonctions continues de M dans M’ ainsi :
une fonction continue f : M — M’ peut étre représentée par une fonction fo : N - N —
N et une fonction f,, : N — N telles que :

~ Vg € N,vn € N,d(v(folg.n), f(v(q)) < 27"

~Vn e N,Vae,y € M, d(x,y) <27 = d'(f(x), f(y) <277

En d’autres termes, fo permet d’approcher I'image par f de tout élément de () par
un élément de @', et f,, est un module de continuité pour f. Toute fonction continue sur
un compact est uniformément continue et admet donc un module de continuité (et cette
représentation est bien surjective). On remarque alors que pour calculer f(x) & précision
27" il suffit de calculer une approximation de x (par un élément de @) a précision de
Pordre de 27" et d’appliquer fo- On notera par la suite dy la représentation qui encode
ala fois fq et fu (o(@) = f si ¢(0") = fin(n) et ¢(L(p,q)) = fo(v(a),p)).

Un exemple de tel espace de fonctions est C[0, 1] des fonctions réelles continues sur
[0,1]. Décrire une telle fonction revient alors a fournir un module de continuité et une
approximation sur les rationnels.

Remarque 10

On se restreint a un espace compact pour obtenir ’existence d’un module de continuité.
On peut cependant définir une représentation des fonctions sur une union dénombrable
croissante de compacts (par exemple, R = Upen[—2",2"] ou [—1,1] \ {0} = Upen|[—1, 1]\
(—=27",27™)) en fournissant a f,, un argument supplémentaire correspondant a l'indice
du compact.

Il est possible, dans certains cas, de caractériser une représentation (ou plutot sa classe
d’équivalence pour =p) par un ensemble de fonctions qu’elle rend calculables en temps
polynomial.

3.2 Caractérisation de dg

I a été montré par Kawamura que la représentation oy sur C[0, 1] est, en un sens, la
meilleure en terme de complexité si 'on considere que la fonctionnelle Apply : C[0, 1] —
[0,1] = R (qui applique une fonction & un réel) doit étre calculable en temps polynomial.
Ce résultat est en fait vrai pour notre définition de dy (défini sur d’autres espaces métriques
effectifs) lorsque 1'on suppose qu’il existe un polynéme tel que tout élément de M a un
représentant (pour la représentation de Cauchy) de cette taille. C’est le cas de [0, 1], mais
pas de R tout entier (par exemple, le réel 2" n’a pas de représentant de taille plus petite
que k — n). De facon générale, si M n’est pas compact, il possede des éléments de taille
arbitrairement grande. C’est aussi le cas s’il est compact mais qu’il ne peut étre recouvert
par 2P (ot P est un polynéme) de boules de taille 27" (autrement dit, si pour tout P
il possede 27 ¢éléments & distance 27" les uns des autres).
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Théoreme 1

Soient & et &' les représentations de Cauchy de M et M’ (comme définies au début de
la section 3). Supposons qu’il existe un polynome X tel que tout élément de M a une
représentation de taille inférieure a X (Vox € M,3p € Reg,d(p) =z et Vn € N, |p|(n) <
A(n)). Alors pour toute représentation p des fonctions continues de M dans M', p <p dy
si et seulement si Apply : C(M,M') — M — M’ est calculable en temps polynomial
relativement a p,d et §'.

PREUVE

Pour le premier sens, d’apres la propriété 3, il suffit de montrer que &y rend Apply
calculable en temps polynomial. Etant donné f : M — M’ représenté par fo et fm, une
représentation de x € M et une précision p, on calcule f,,(p+ 1) puis une approximation
q de x & précision f,,(n + 1). Enfin, par définition de fg et f., fo(¢,p + 1) est une
approximation a 277 pres de f(x) :

d(f(x), fola,p+1)) < d(f(a), f(2)) +d(f(a), falg,p+ 1)) < 270D 4 270FD < 27

Tous les calculs ont bien été faits en temps polynomial par rapport aux tailles des repré-
sentations de x et f.

Pour I'autre sens, il s’agit de convertir une p—représentation en une dy—représentation.
Comme Apply est calculable en temps polynomial pour p, il existe un polynome P d’ordre
2 tel que P(|¢|, 1], n) borne le temps de calcul de Apply a précision n sur f et = (repré-
sentés par ¢ et ¥). Soit A un polynéme tel que tout élément de M a une représentation
de taille A. Alors n — P(|¢|,\,n) est un module de continuité de f = p(¢). En effet,
tout élément de M a une représentation de taille A et le temps calcul de Apply(f,z) a
précision n est borné par P(|¢|,\,n). La machine peut connaitre = a précision au plus
2-PelAn) ot retournera donc le méme résultat sur les éléments & cette distance de  (car
ils ont une représentation avec le méme préfixe de taille P(|¢|, A\, n)). Pour calculer fq sur
q € Q et n, il suffit d’appliquer Apply sur ¢ et la fonction § de Reg constamment égale a
q (et donc de taille constante : Vn € N, |6|(n) = |q|), ce qui prend un temps P(|¢|,|0],n),
ce qui est polynomial en |¢|, |q| et n. O

Cette preuve est une adaptation de celle de Kawamura, et pour obtenir le résultat
original, il suffit de constater que tout réel de [0, 1] admet un représentant (pour toutes
les représentations décrites dans I'exemple 1) de taille linéaire (par exemple, tout réel de
[0, 1] peut étre approximé a précision 27" par un dyadique de longueur n).

Corollaire 1
Si & est une représentation de C|0, 1], alors Apply est calculable en temps polynomial (par
rapport a 0 et la représentation de Cauchy des réels) si et seulement si § <p .

Ce résultat permet de plus de faire le lien entre la complexité d’ordre 2 (des fonctions
de M dans M’ pour les représentations de Cauchy de ces deux espaces) et celle d’ordre 1
(des éléments de C(M, M’) pour la représentation o).

Proposition 3

f € C(M, M) est calculable en temps polynomial relativement a 0y (autrement dit, re-
présentée via &y par un élément de Reg calculable en temps polynomial) si et seulement
si elle est calculable en temps polynomial pour les représentations 6. et 0. (c¢’est-a-dire
réalisable par une fonction polynomiale de Reg dans Reg pour ces représentations).
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PREUVE
Pour le sens direct, la composition de Apply (polynomiale d’apres le théoreme) et f
(polynomiale par hypothese) fournit f en tant que fonction de M — M’.
Inversement, la seconde partie de la preuve du théoreme fournit un moyen de calculer
fm et fo (et donc une dp—représentation de f) a partir d’'une machine calculant f en
temps polynomial, ce qui donne le résultat. [

Ce résultat permet de justifier la définition de la représentation dy, puisque la notion
de complexité induite par celle-ci prolonge celle induite par celle de M dans M’'. En
particulier cela implique, d’apres la définition de &y, qu'une fonction est calculable en
temps polynomial si et seulement si elle admet une approximation fg sur () calculable
en temps polynomial et si elle a un module de continuité borné par un polynome. Ce
résultat a déja été démontré, notamment par Ko [Ko91], mais est aussi valable pour des
espaces métriques plus généraux (vérifiant les hypotheses du théoreme) munis de leur
représentation de Cauchy.

Remarque 11

Il existe d’autres moyens de représenter les fonctions continues sur [0,1], comme par
exemple en les approchant par des suites de polyndmes rationnels (6p) ou des suites de
fonctions linéaires par morceaux (a extrémités rationnelles) convergeant (a vitesse 27™)
en norme infini (d5). Il est alors facile de remarquer que ces représentations permettent
de calculer Apply en temps polynomial et le résultat précédent implique donc qu’elles sont
réductibles (pour <p) d dg. On peut aussi montrer que l'inverse est faux (on peut notam-
ment calculer la norme infini d’une limite d’une suite de fonctions linéaires par morceaus
en temps polynomial, alors que cette norme n’est pas calculable en temps polynomial pour
do). Ces deuz représentations sont aussi partiellement incomparables, puisque ép £p O :
une fonction telle que x +— 2% est trivialement représentable en temps polynomial par une
suite de fonctions polynomes, mais ne [’est pas pour une suite de fonctions linéraires par
morceaux (il faut un nombre exponentiel de segments pour l'approcher a précision 27").
La figure 2 résume les relations entre ces représentations. Notons que ces représentations

do

o ¢— {p

Figure 2. Comparaison de quelques représentations de C[0, 1] (oli «— représente <p).

sont des représentations de Cauchy pour différents espaces métriques effectifs sur C|[0, 1],
alors que &g n’est pas de cette forme.

De fagon analogue, la représentation binaire des entiers (et les représentations en base
b > 2 en général) est la représentation la plus générale (c’est-a-dire maximale pour <p)
qui rende le calcul du i®™¢ bit d’un nombre n calculable en temps polynomial en i et |n|. La
représentation unaire étant strictement plus faible que les représentations en base b > 2,
¢’est un moyen de justifier I'utilisation de ces représentations plutot que la représentation
unaire.
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De fagon générale, on peut chercher la représentation maximale qui rende certains
opérateurs calculables en temps polynomial.

Si § est une représentation de M et F' : M — M’ (avec M # M'), alors on peut
définir 67 ({, B)) = x lorsque §(a) = x et §'(8) = F(x) (ou (,) désigne une injection de
Reg x Reg dans Reg). Alors 67 est la représentation maximale qui rend F calculable
en temps polynomial et qui vérifie ¥ <p 6. Remarquons que 1'on peut obtenir le méme
résultat pour n’importe quel nombre fini d’opérateurs.

Exemple 6
Par exemple, étant donné que &g ne permet pas de calculer la morme infini, on peut

considérer 5(|)|'H°° (la représentation d’une fonction contient alors explicitement une repré-
sentation de sa norme infini), qui est alors la représentation la plus générale qui rend
Apply et ||.||s calculables en temps polynomial. On remarque cependant que cette repré-
sentation est tres faible, puisqu’elle ne permet plus de calculer la somme de deux fonctions
en temps polynomial (en effet, la connaissance de || f|| €t ||g]|co ne permet pas de déduire
plus rapidement || f+ ¢l ). L’ezistence d’une représentation maximale rendant ’addition,
la multiplication et la norme infini calculables en temps polynomiale n’est pas garantie.

3.3 Exemple : I’espace métrique des compacts de [0, 1]

Si X et Y sont deux compacts non vides, on définit la distance de Hausdorff de
X aY par: dyg(X,Y) = max(max,ex d(z,Y), max,ey d(y, X)). On vérifie que c’est
effectivement une distance sur 'ensemble des compacts de [0, 1].

De plus, I'ensemble des ensembles finis de rationnels de [0, 1] est dense dans 1’ensemble
des compacts de [0,1]. Cela forme un espace métrique effectif et 'on peut définir la
représentation de Cauchy dg sur cet espace.

Remarquons tout d’abord que cette représentation permet de calculer la distance a
un compact en temps polynomial.

Lemme 1
La fonction distance ((K,x) — minge |v — y|) est calculable en temps polynomial pour
la représentation dp.

PREUVE
A partir d'une représentation de K et d’une précision n, on peut obtenir en temps
polynomial une liste x1, ...z, (de taille polynomiale en taille de K et n) de rationnels

qui approchent K en distance de Hausdorff & précision 2~ (**1) et une approximation g &
2-(+1) de z. Par définition de la distance de Hausdorff, pour tout point de K, il existe
un point z; proche a 2=+ Inversement, pour tout 7, il existe un point de K proche &
2=+ Donc min; |¢ — 7| est une approximation & 27" de la distance de & K. [

Remarque 12

On peut représenter un compact par sa fonction distance (x — d(x, K)) via la représen-
tation 0y de C[0,1]. Notons g4 cette représentation (voir [Bra05] pour plus d’exemples et
de résultats sur cette représentation). Le lemme précédent prouve alors que g <p 64. On
sait aussi que cette inégalité est stricte. En particulier, un compact calculable en temps
polynomial pour dg est de mesure nulle, et donc ne peut contenir aucun intervalle non
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vide, alors que la distance a un intervalle [a,b] ot a et b sont calculables en temps po-
lynomial est calculable en temps polynomial. Les compacts de taille polynomiale pour dg
sont en effet « petits » (de dimension nulle), au sens ou des ensembles de mesure nulle
comme [’ensemble triadique de Cantor peuvent étre de taille exponentielle (voir figure 3
pour une illustration).

Figure 3. A gauche, un exemple de compact calculable en temps polynomial (représenté par les premieres étapes
de recouvrement). A droite, 'espace triadique de Cantor.

La proposition suivante permet de caractériser ’ensemble des compacts K sur lesquels
on peut calculer la borne supérieure d’une fonction (f — supy f) en temps polynomial
(pour la représentation dy des fonctions continues).

Théoreme 2
Une représentation § de l’ensemble des compacts de [0,1] rend la fonctionnelle K, f —
supy f calculable en temps polynomial si et seulement si 6 <p Op.

PREUVE

Montrons d’abord que la fonctionnelle sup est calculable en temps polynomial relative-
ment a dy. Si 'on a une dy—représentation de K, alors sur I'entrée f et a précision n, il
suffit de demander a l'oracle le module f,,(n + 1), puis la liste des rationnels approchant
K & cette précision. On calcule ensuite f & précision 2-*t1 en chacun de ces points
(leur nombre est polynomial en la taille de la représentation de K, en f,, et en n) puis
d’en calculer le maximum. A Dintérieur de chaque intervalle de rayon 2+ f varie
au plus de 27" (par définition de f,,). Le résultat obtenu est donc une approximation a
27" de supy f. En effet, par définition de la distance de Hausdorff, tout point de K est
a distance au plus 27"+ 'un de ces points rationnels et chacun de ces points est au
plus a la méme distance d'un point de K.

Inversement, soit une représentation § qui permet de calculer sup en temps polynomial
via une machine M. Soit K un compact de [0, 1] et notons ¢f,...q; la liste des appels
a l'oracle de M sur K et l'entrée représentant la fonction nulle telle que fo = 0 et
Vn, fm(n) = n (notons que k, est borné par un polynéme en n).

Montrons tout d’abord que pour tout n, K est recouvert par les intervalles centrés

en qz’f‘” et de rayon 27" (autrement dit, tout point de K est a distance au plus 27" de

I'un des ql-”“). En effet, si ce n’est pas le cas, alors le sup sur K de la fonction distance
a I'ensemble {q7'*?, ... qZ:fQ} (noté d) est strictement supérieur a 27". Or cette fonction

admet une représentation qui vaut 0 sur chacun des ¢/ (puisque la distance vaut 0 en ces
points) et admet la fonction identité comme module de continuité (une fonction distance
est 1—lipschitzienne). M a donc le méme comportement (& précision 27("2)) que sur la
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fonction nulle et retourne donc au plus 242 4 2-(42) — 9=(n+1) < g _ 2=("+2) " ce qui
fournit la contradiction.

L’ensemble de rationnels précédemment décrit est alors un bon candidat pour appro-
cher K en distance de Hausdorff. Cependant, rien n’assure que certains appels a I'oracle
¢""* ne soient inutiles et soient éloignés de K : il faut les éliminer.

Pour cela, nous avons besoin de calculer la distance de ces points a K.

Lemme 2
d <p dq (en particulier, la fonction distance est calculable en temps polynomial pour cette
représentation).

PREUVE

Sur une entrée z € [0, 1] et un compact K, on peut calculer la fonction y — —|x —y| en
temps polynomial. Le sup sur K de cette fonction fournit alors I'opposé de la distance de
raK. O

Pour chaque ¢"™, on calcule sa distance & K & précision 2-("*2)_ Si le résultat est
strictement supérieur & 2~ alors ¢/ est & distance au moins 2-"*? de K et on
I’enleve alors de 'approximation de K. Dans le cas contraire, la distance a K est au plus
2-(n+1) 4 2=(n+2) < 27" on conserve ¢'"* dans I'approximation de K. L’ensemble des
points qui ont été conservées forme alors une approximation a 27" pres en distance de
Hausdorff de K : tout point de K est a distance au plus 2~("*2) de I’ensemble de ces
points (en effet, les points enlevés étaient au moins a cette distance) et chacun de ces
points est a distance au plus 27" de K.

Notons que la construction est polynomiale puisque sup est calculable en temps po-
lynomial. En particulier le calcul des appels a I'oracle se fait en temps polynomial, et le
calcul de leur distance a K se fait aussi en temps polynomial, d’apres le lemme 2. [J

De maniere similaire a la proposition 3, ce théoreme et sa preuve permettent de fournir
un résultat non uniforme supplémentaire.

Proposition 4

Un compact K est calculable en temps polynomial (pour dp ) si et seulement si la fonction
supg : C[0,1] — R est calculable en temps polynomial (pour la représentation &y des
fonctions continues et ['une des représentations usuelles de réels).

PREUVE
Si K est calculable en temps polynomial, le théoreme implique alors directement que la
fonction supy l'est aussi.
Inversement, la preuve du théoreme fournit un moyen de construire en temps poly-
nomial un représentant de K pour la représentation dy a partir de la machine calculant
supg. U

Il serait intéressant de caractériser, si c’est possible, d’autres représentations sur le
méme principe (par exemple les représentations des fonctions continues décrites dans la
remarque 11) puisque cette approche permet notamment de comparer facilement deux
représentations et de mieux comprendre les classes de complexité qu’elle induit. Par
exemple, la représentation des fonctions comme limite de suites de fonctions linéaires
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par morceaux (d,) permet de calculer la norme infini en temps polynomial, mais n’est
pas la représentation maximale (pour dp) permettant de calculer Apply et ||.||o en temps
polynomial, puisque c’est la représentation §lll< de I'exemple 6 (qui ne permet pas de
calculer I'addition en temps polynomial, contrairement & d,). On peut se demander s'il
est possible d’ajouter certaines fonctions (comme l'intégrale, la somme, le produit de
fonctions) pour caractériser cette représentation.

4 Cas particulier des normes sur C[0, 1]

Contrairement & C[0, 1], nous ne possédons pas de représentation de C[0,1] — R qui
prolonge la calculabilité et la complexité des fonctions de C[0, 1] dans R, comme il a été
fait dans la section 3. Nous chechons donc a mieux comprendre les implications de la
calculabilité en temps polynomial pour cet ensemblen et nous intéressons ici au cas parti-
culier des normes des fonctions continues sur [0, 1]. La norme infini n’étant pas calculable
en temps polynomial (intuitivement parce qu’elle requiert d’évaluer son argument en un
nombre exponentiel de points pour une précision donnée, mais cela sera prouvé formelle-
ment par la suite), on cherche a déterminer quelles normes font partie de cette classe de
complexité.

Tout d’abord, les normes calculables sont toutes plus faibles (au sens large) que la
norme infini (autrement dit, toute suite qui converge vers en norme infini converge pour
toute norme calculable), simplement parce qu’elles sont continues.

De plus, lorsque I'on se restreint a des compacts de C[0, 1] pour la norme infini (c’est-
a-dire un ensemble de fonctions bornées et de module donné), alors toutes les normes
sont équivalentes (au sens ou elles induisent la méme notion de convergence).
Propriété 5
Soit F' une norme continue pour ||.||lso- St (fu)nen est une suite de fonctions de méme
module de continuité m, alors ces trois points sont équivalents :

= lim, oo F(fn) =0

= limy, 00 ||fn||00 =0

~- Vo € [0,1],lim, o fu(z) =0

PREUVE

La convergence en norme infini implique la convergence simple et la convergence pour
F (d’apres le lemme précédent).

Supposons que (f,)nen converge simplement vers 0 en tout point. Pour tout n € N,

on peut couvrir [0,1] avec un nombre fini d’intervalles de rayon au plus 27, Pour k
assez grand, |fx| est plus petit que 27" au milieu de chacun de ces intervalles. Donc par
définition du module de continuité, ||fi|lce < 27" et donc (f,)nen converge en norme
infini. Enfin, supposons que (f,) converge vers 0 pour F' mais pas pour ||.||s. Alors il
existe une sous-suite dont la norme infini est plus grande que £ > 0. Comme ces fonctions
sont dans un compact pour ||.||s, On peut en extraire une sous-suite convergente et sa
limite est non nulle. Or, par continuité, l'image par F' de cette limite est 0, ce qui donne
une contradiction. [J

Cependant, on ne peut rien dire dans le cas ot le module de continuité n’est pas borné.
Il existe des exemples simples de normes calculables en temps polynomial :
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Exemple 7

Si (gn)nen est une suite dans [0, 1] calculable en temps polynomial énumérant un sous-
ensemble dense de [0,1] (par exemple une énumération des rationnels ou des dyadiques),
alors Fo(f) = Xpen |f(2q:)‘ est une norme sur C|0, 1] calculable en temps polynomial (pour la
représentation &y des fonctions). On vérifie en effet que c’est une norme et pour calculer
Fo(f), on calcule une borne supérieure 2% de |f| a partir de f(0) et du module de f,
puis on calcule f a précision suffisante sur qo,...qnike1 (C¢’est un nombre polynomial
d’évaluations).

Il est facile de montrer que la norme infini est calculable en temps exponentiel : si
m est un module pour f, on peut couvrir [0, 1] avec un nombre exponentiel en m(n)
intervalles sur lesquels f varie au plus de 27" et il suffit alors d’évaluer f en chacun de
ces intervalles.

Le théoreme suivant permet de montrer que toutes les normes calculables en temps
polynomial sont strictement plus faibles que la norme infini (et donc que celle-ci n’est pas
calculable en temps polynomial).

Théoreme 3

Il n’existe pas de norme sur C[0, 1] calculable en temps polynomial équivalente a la norme
infini. Autrement dit, si F' est calculable en temps polynomial alors il existe une suite de
fonctions convergeant vers 0 pour F' mais pas en norme infini.

PREUVE

Soit F' une norme calculée par une machine M fonctionnant en temps polynomial.
On considere la fonction nulle représentée par 0 en tout rationnel et de module identité
(n + n). Sur cette entrée et a précision n, M fait un nombre polynomial en n de re-
quétes a l'oracle, notées qf, .. ., qf . Soit g, la fonction distance a 'ensemble {qf, ..., q} }.
L’identité est aussi un module de continuité pour cette fonction et elle admet une repré-
sentation qui vaut 0 en chacun des ¢}', donc M ne peut la distinguer de la fonction nulle
a précision 27" et alors F'(g,) < 27". On a de plus ||ga||cc = maxggigkn(qiL;m (avec
qo = 0 et qg,+1 = 1). Cela divise [0, 1] en k,, + 1 intervalles, donc il y en a au moins un de
taille supérieure a ﬁ, d’ott ||gn||co > o1 (ou P est un polynéme bornant

1 1
FndD) = 2P 1D)
le nombre d’appels). Alors h,, = (k, + 1)g, converge vers 0 pour F' mais pas en norme
infini. [

Corollaire 2
Ce résultat implique immédiatement que ||.||s n’est pas calculable en temps polynomial.

La preuve de ce résultat peut étre facilement adaptée pour prouver un résultat plus
fort : la convergence pour une norme calculable en temps polynomial n’implique pas non
plus la convergence en probabilité (f,, converge en probabilité vers 0 si pour tout € > 0,
la mesure de f, 'R\ [~¢,¢] tend vers 0).

Théoreme 4
Si I est calculable en temps polynomial, alors il existe une suite de fonctions convergeant
vers 0 pour F' mais pas en probabilité.

PREUVE
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Soient h,, les fonctions définies dans la preuve du théoreme 3. Pour montrer qu’elles ne
convergent pas en probabilité, il suffit de montrer que la mesure de I’ensemble ou elles
sont plus grandes qu’'une constante (on choisit ici i) ne converge pas vers 0. D’apres la
définition de h,,, la mesure de cet ensemble est la somme sur les intervalles de la forme

Gi, gi41] plus grand que 5 5 +1) de ¢ — g}, — m Cette somme est minimale lorsque

tous les intervalles ont la méme taille et dans ce cas elle vaut 1 — (k gy > ; OJ

Remarque 13
Ce résultat permet de distinguer plus de normes non calculables en temps polynomial,

1 N
par ezemple la norme |||y : f — [; |f|, dont la convergence implique la convergence en
probabilité mais pas en norme infin.

5 Conclusion

La théorie de la complexité sur des objets quelconques a été assez peu développée
(contrairement a la calculabilité) ou seulement dans des cas bien particuliers (notamment
celui des réels). Nous nous sommes donc attachés a poursuivre 'approche et les résultats
de Kawamura et Cook [KC10] notamment via les théorémes 1 et 2 qui décrivent les
représentations rendant certaines fonctions (en 'occurence Apply et sup) calculables en
temps polynomial. Cela permet d’en déduire les propositions 3 et 4 qui caractérisent
respectivement les fonctions et les compacts calculables en temps polynomial pour les
représentations considérées.

Ces résultats décrivent une méthode générale consistant a caractériser une représen-
tation par un ensemble fini de fonctions qu’elle rend calculable « efficacement ». Cela
permet entre autres de mieux comprendre les classes de complexité qu’elle induit et de
justifier son utilisation. Cela souleve diverses questions. Etant donnée une algebre de fonc-
tions (par exemple les fonctions réelles munies des opérateurs usuels tels que ’addition,
la multiplication, la norme infini ou 'intégration), existe-t-il une représentation rendant
les opérateurs de l'algebre calculables en temps polynomial et dans ce cas, en existe-t-il
une maximale pour <p?

Nous nous sommes aussi intéressés a 'espace des fonctions de C[0,1] dans R pour
lequel nous ne connaissons pas de représentation prolongeant la notion de complexité
relative a dg et . (de méme que &y induit la méme notion de complexité que celle induite
par J., d’apres la proposition 3). Cet exemple ne rentre pas dans le cadre des espaces
métriques effectifs et on peut alors se demander quelle structure plus fine pourrait rendre
compte de la complexité sur un tel espace.

Il serait aussi intéressant d’obtenir une caractérisation des fonctions de C[0, 1] dans
R calculables en temps polynomial, notion du second ordre, exprimée en termes de com-
plexité au premier ordre, de méme que la complexité des fonctions de [0, 1] dans R peut
se ramener a la complexité des fonctions fq et f,, définies sur les entiers. Un tel résultat
permettrait de mieux comprendre la « forme » des fonctions de C[0, 1] dans R calculables
en temps polynomial, de méme que l'on sait qu’'une fonction f : N — N calculable en
temps P est bornée par n — 2™ pour la représentation binaire des entiers, ou qu'une
fonction de R — R calculable en temps polynomial admet un module de continuité borné
par un polynome.
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